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операторного подхода к многоэлектронным системам (ковариантная квантовая 
химия) для дач наглядной инте ретации волновых ф кций молекул. 
Предложены модифици ованные ари нты ана иза коллективности 
многоконфигурационных состояний в терминах эффективных чисел 
распаренных электронов. Дана грубая оценка эффективного числа распаренных 
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аналоги кумулянтов для зарядовых и спиновых функций распределения и с их 
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взаимодействий атомов в молекуле. В частности, особенно чувствительными к 
погрешностям многоэлектронных волновых функций оказываются результаты 
приближенного описания д
п

 
 

 

 

 
 

 
 

 

 



Электронные инварианты молекулярных систем 

0. Введение 
Проблема наглядной интерпретации результатов квантово-химического расчета всегда оста-

валась актуальной в силу ненаглядности и «неклассичности» аппарата и самого языка кванто-
вой теории. Казалось бы, понятийный аппарат химии давно ушел от простых механических и 
даже электростатических моделей Косселя и др. Теперь мышление в терминах МО стало в сре-
де химиков (особенно химиков-органиков) скорее правилом, чем исключением. Эти тенденции 
по расширению концептуального багажа естественно усилились с появлением общедоступных 
квантово-химических программ высокого уровня. Однако уровень понимания сути расчета, 
выполняемого с помощью инструкции, очевидно, отставал и отстает от уровня результатов, 
выдаваемых компьютером [1]. И дело тут не только в трудностях постижения непрофессиона-
лами премудростей аппаратной науки. Проблема понимания результатов вычислительного экс-
перимента усугубляется нарастанием сложности самой теории. Если раньше, скажем, 15 лет 
назад, неэмпирический молекулярно-орбитальный расчет в минимальном базисе электронных 
свойств антрацена мог быть предметом публикации, то теперь без учета электронной корреля-
ции, т.е. без выхода за пределы теории хартри-фоковских МО, подобный расчет и в лучшем 
атомном базисе уже не вызовет доверия в среде тех же «продвинутых» химиков-органиков. 

Особенностью применяемых ныне подходов является то, что многие эффективные квантово-
химические приближения формулируются так, что им нельзя в явном виде сопоставить опреде-
ленную волновую функцию. Проще говоря, очень часто работают в рамках невариационных 
вычислительных схем, для которых весьма затруднительно корректное воспроизведение даже 
одноэлектронной матрицы плотности, а следовательно, и столь важной характеристики, как 
эффективный заряд на атоме. К квантово-химическим схемам такого типа относятся фактиче-
ски все методы многочастичной теории возмущений и приближение связанных кластеров, т. е. 
как раз такие подходы, которые в отличие от приближенных вариационных схем дают физиче-
ски правильное описание энергетических эффектов электронной корреляции. Но и анализ ва-
риационных электронных моделей (обычно, многоконфигурационных векторов состояния) - 
далеко не тривиальная процедура. 

Во первых, для многоконфигурационных функций совсем непростая задача - вычислить 
нужные матрицы плотности, которые составляют основу большинства методов интерпретации. 
Детальная техника требуемых расчетов описана и усовершенствована в монографиях [2-5]. В 
нашем изложении мы по преимуществу будем следовать методам и методологии «ковариант-
ной квантовой химии», развитой в [5]. 

Во вторых, нужен некий руководящий принцип, который позволял бы проводить наглядную 
интерпретацию самих матриц плотности. В свое время одной из таких первых работ в этой об-
ласти была наша статья [6]. Ее появление было индуцировано практическими потребностями, 
которые испытывали спектрохимики (в частности, группа А.А.Сухорукова и Б.А.Задорожного 
в нашем университете) в их желании наглядно описать химическую структуру электронного 
перехода. В [6] (см. также обзор [7]) было показано, что переходные матрицы плотности и их 
операторные инварианты дают последовательное, не зависящее от произвола в выборе МО, 
описание переходных электронных процессов. Сама переходная матрица  в рассмотренном 
случае оказалась вариационным оператором, отвечающим используемой волновой функции 
возбужденного состояния. Представлялось, что и для других задач такого рода также следует 
искать матричные инварианты подходящих вариационных операторов, отвечающих изучаемым 
электронным моделям. Действительно, близкий по духу метод построения матричных инвари-
антов был успешно применен в [8] для интерпретации произвольных многоконфигурационных 
состояний, а не только суперпозиции однократно возбужденных, изученной в [6]. 

Основная цель данной работы, частично имеющей обзорный характер,– представить по-
следние результаты, полученные в рамках описанного выше направления как общего метода 
построения электронных инвариантов из вариационных операторов. вбирающих всю информа-
цию о многоэлектронной волновой функции. Данное исследование непосредственно примыка-
ет к монографии [5], но в то же время расширяет сферу интерпретационных задач в область 
собственно структурно-химической проблематики. В частности, ряд разделов посвящен оценке 
эффективного числа распаренных электронов, реализованной валентности и многоцентровым 
индексам связи. 
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1. Ковариантные электронные модели 
Традиционный квантово-химический modus procedenti основан на орбитальной методоло-

гии, идущей от Фока, Слейтера и Френкеля. В нем оперируют детерминантами, построенными 
из набора одночастичных функций (орбиталей). В общей постановке многоэлектронной задачи 
появляются коэффициенты разложения точной волновой функции в детерминантном базисе. В 
случае одноэлектронного базиса хартри-фоковских МО это отвечает стандартному конфигура-
ционному взаимодействию (СI). В максимально полной схеме расчета орбитали и конфигура-
ционные коэффициенты – основные вариационные параметры подобного обобщенного метода 
СI [9], известного теперь как многоконфигурационный метод Хартри-Фока. Однако в прибли-
женных реализациях орбитальная форма не является удобной по многим причинам, прежде 
всего из-за возможной неинвариантности результатов расчета при выборе ограниченного бази-
са конфигураций. Схема Вейара-Клементи [10] - один из примеров такого рода. Не менее важ-
ным является и то, что оперирование многоиндексными выражениями при вычислении функ-
ционала энергии вынуждает применять громоздкие специальные методики. Они обычно осно-
вывались на правилах Слэтера или на подходах, заимствованных из теории поля (вторичное 
квантование, диаграммная техника и др.). Но на практике расчетная схема по возможности пе-
рестраивалась в более удобную векторизованную или матричную форму. Все это было стиму-
лом для нас найти общую схему построения, в которой вариационные параметры квантово-
химической модели с самого начала были бы упакованы в матрицы, ассоциированные с неко-
торыми операторами, вообще говоря не одноэлектронными. Очевидно, что операторная мето-
дология боголюбовского подхода к теории многих тел [11] является естественной основой та-
кого сугубо ковариантного подхода, суммированного в работах [12, 13 ] и [5].  

Используемый здесь термин ковариантность означает то же самое понятие, которое фигури-
рует в физической теории пространства и времени - сохранение формы уравнений при допус-
тимых преобразованиях координат пространства-времени; в нашем случае координатам отве-
чают вариационные параметры. Первым собственно ковариантным уравнением в многоэлек-
тронной теории было нестационарное уравнение теории Хартри-Фока, данное Дираком (см., 
например [9]). Вместо орбиталей в нем фигурировала одноэлектронная матрица плотности ρ , 
задаваемая в виде проектора на оболочку из  спин-орбиталей: N

∑
=

=
N

i
ii

1

ϕϕρ ,      (1.1) 

Из набора iϕ  можно построить детерминант Слэтера как антисимметризованное произведе-
ние «заполненных» спин-орбиталей 

)(...)2()1(! 21 NAN NN ϕϕϕ=Φ ,    (1.2) 

где  - электронный антисимметризатор. 2
NN AA = −N

Здесь нам потребуется ряд общих соотношений теории матрицы плотности. Напомним их, 
следуя в основном книге [5]. Пусть известен некоторый −N электронный вектор состоя-
ния )...1( NΨ с единичной евклидовой нормой. Зададим проектор на этот вектор обычным обра-
зом в виде дираковской диады: 

)...1()...1( NNN ΨΨ≡Ψρ .                      (1.3) 

Такой электронный оператор есть не что иное, как матрица плотности чистого состояния, 
порождаемого волновой функцией 

−N
)...1( NΨ . Определим неполные свертки оператора (1.3) в 

виде 

)...1(Sp)...1(
)...1(

N
k
N

k N
Nk

k
Ψ

+

Ψ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ρρ                       (1.4) 
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и назовем их редуцированными матрицами плотности го порядка, или иначе электрон-
ными матрицами плотности (сокращенно, 

−k −k
RDM−k ). Типичный −N электронный гамильтони-

ан молекулы  имеет вид суммы одночастичных  и двухчастичных, , слагаемых: NH )(ih ),( jig

)(
1

)(
1

ijg
Nji

ih
Ni

NH ∑∑
≤<≤

+
≤≤

= .   (1.5) 

С помощью простых соотношений, основанных на тождестве 

baab =Sp ,     (1.6) 

нетрудно выразить полную электронную энергию E  через RDM−k . Действительно, запишем 
E  в виде 

Ψ=ΨΨ= NNH
N

nNHnE ρ
)...1(

Sp)...1()...1(  . 

Тогда из (1.5) выводим, что для вычисления E  требуется знание только RDM1−  и : RDM2 −

Ψ+Ψ=Ψ≡ 2)12(
)21(

Sp1)1(
)1(

Sp )( ρρ ghEE .                  (1.7) 

В явном виде операторы плотности RDM1−  и RDM2 − определяются в соответствии с оп-
ределением (1.4) как неполные свертки вида:  

)....1(Sp)1(
)...2(

1 NN N
N

ΨΨ = ρρ ,    (1.8) 

)....1(
)...3(

Sp
2

)1()12(2 NNN
NN Ψ−

=Ψ ρρ .    (1.9) 

Прямые вычисления одноэлектронной матрицы плотности (1.8) в приближении (1.2) под-
тверждают отнесение проектора (1.1) к матрице плотности слэтеровского детерминанта. В об-
щем случае справедлива формула Левдина [14], которую представим в операторном виде  

)(...)1( kAkk ρρρ =Φ ,     (1.10) 

В частности, 

ρρ =Φ
1 , 

)2()1(22 ρρρ A=Φ . 

Вместо последней формулы будем использовать обозначение 

)2()1(22 ρρρ A= .     (1.11). 

Из (1.10) следует, что в случае детерминанта −N  электронный проектор вида (1.3) вообще не 
требует явного введения орбиталей:  

)(...)1()...1()...1( NANN N ρρ=ΦΦ .   (1.12) 

Выражения (1.10), (1.12) и задают ковариантную форму представления однодетерминантного 
приближения, в котором фигурирует только ковариантный объект - проектор на занятые спин-
орбитали Применение вариационного метода легко приводит к операторным уравнениям ста-
ционарной теории Хартри-Фока в форме Дирака [2,3,9]: 

0],[ =ρf ,             (1.13) 

где обозначает хорошо известный оператор Фока (фокиан) f

)2()12(Sp2
)21(

ρAghf += .     (1.14) 
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Ковариантная формулировка теории конфигурационного взаимодействия для частных слу-
чаев, таких как CIS (учет только однократно возбужденных конфигураций) и CISD (добавляют-
ся и дважды возбужденные конфигурации), была дана в работах [15,16]. Затем в [17] (см. также 
обзор [18]) было представлено общее ковариантное построение схемы полного конфигураци-
онного взаимодействия (FCI).  

qлед3  .2, м !=K%2=м, C%д!%K…ее !accм%2!, м “…=ч=л= “=м3ю C!%“23ю м%дель # “%K“2-
"е……% C!, Kл, ›е…, е CIS, 3д%"ле2"%!, 2ель…% %C, “/"=ю?ее …, ›…юю ч=“2ь “Cе*2!= .ле*2-
!%……/. "%ƒK3›де…, L м%ле*3л/. b *%"=!, =…2…%м C!ед“2="ле…, ,  м%дель CIS ƒ=д=е2“  " 
", де C!%“2еLшег% %д…%ч=“2, ч…%г% C!е%K!=ƒ%"=…,   %C%!…%г% (ч=“2% г%"%! 2, !е-е!е…2…%г%) 
де2е!м, …=…2= (1.2): 

Φ=Ψ ∑
≤≤

)(
1

CIS j
Nj

τ .     (1.15) 

gде“ь %д…%. ле*2!%……/L %Cе!=2%!  

i

N

i

M

Na
aia ϕϕττ ∑ ∑

= +=

=
1 1

,                       (1.16) 

является вариационным оператором модели CIS, причем iaτ  есть не что иное как обычные 
конфигурационные коэффициенты.  

В случае волновой функции (1.15) τ  оказывается переходным оператором в согласии с об-
щим по Левдину [14] определением переходных матриц плотности : ΦΨ,

kτ

)...1(Sp)...1( ,

)...1(

, N
k
N

k N
Nk

k
ΦΨ

+

ΦΨ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ττ ,        (1.17) 

)...1()...1(, NNN ΦΨ≡ΦΨτ .             (1.18) 

Иными словами, справедливо равенство 
ττ =ΦΨ ,

1
CIS

.             (1.19) 
Переходные матрицы плотности высшего порядка получаются формальным вычислением 

дифференциала выражения (1.10), а именно 

,])()2()1([
])()2()1()()2()1()()2()1([,CIS

kk

k
CIS
kk

AkAk
kkkA

ρρτ
τρρρτρρρτττ

…
…………

=

=+++=≡ΦΨ

 (1.20) 

где произведена замена τρ→d . В (1.20) использовано правило обезличивания номеров частиц 
под знаком антисимметризатора.  

Собственно матрицы плотности  метода CIS находятся несколько сложнее, но имеют 
очень простую структуру [15,18] 

CIS
kρ

])(,[CIS TCIS
k

CIS
kkk ττρρ += Φ .     (1.21) 

Нетрудно понять, что все построение может основываться на соответствующем функциона-
ле энергии, в котором фигурируют только ρ  и τ . В стандартном варианте CIS варьируемым 
считается только iaτ , а в ковариантной формулировке этой модели – оператор τ (1.16). 

Существенно, что более сложное взаимодействие конфигураций высшей кратности также 
может быть описано в ковариантных терминах [16-18]. В общем случае по аналогии с (1.15) 
вводим суперпозицию кратно возбужденных конфигураций −k ][kΦ  вида  

Φ=Φ ∑
≤<<≤

)( 1
1

][

1

kk
Njj

k jj
k

…
…

τ .    (1.22) 
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Матричные элементы электронного оператора =  в базисе спин-МО являются 
конфигурационными коэффициентами, отождествляемые с амплитудами перехода от рефе-
рентного вектора (1.2) к суперпозиции (1.22). Удобен также и теоретико-групповой термин - 

электронный генератор, или генератор, используемый в работах [19,20] по теории так 
называемого метода [21] (другое название этого метода – теория связанных кластеров). 
Очевидно, что точной модели - схеме FCI - отвечает следующее представление 

−k kτ )1( kk …τ

−k −k
−Se

∑
=

Φ=Ψ
N

k 0

k][FCI .    (1.23) 

Кратко обсудим ковариантные методы интерпретации волновых функций. Как уже говори-
лось ранее, первой в этом направлении была работа [6] по технике анализа возбужденных со-
стояний. Теперь мы лучше понимаем процессы электронного возбуждения и переноса заряда, 
анализ которых в рамках модели CIS и был дан в [22, 7]. Более строгий анализ следует основы-
вать на прямом построении частично-дырочных матриц плотностей. Такое рассмотрение дается 
ниже на основе не публиковавшихся ранее результатов.  

Примем (1.22) в качестве модели высоковозбужденного состояния молекулы, одновременно 
вовлекающего в электронный переход  электронов, где k Nk ≤ . В терминах, более привычных 
для оптики твердого тела, можно говорить о −k экситонном переходе, включающем образова-
ние  возбужденных электронов и  дырок, вообще говоря взаимодействующих. При вычис-
лении энергии притяжения образовавшихся дырок и электронов (использовано общее выраже-
ние для из [18]) естественным образом появляется смешанная электронно-дырочная 
матрица плотности, которой придается вид 

k k

RDM2 −

)113()123(Sp)12(
)13(

12
2][ ++=

+
kkPk T

kk
k

k
eh ……

…
ττρ .       (1.24). 

Построенный оператор полностью согласуется с термином смешанная матрица плотности для 
составной системы  электронов (возбужденных) и  дырок, так как k k

)1()12(Sp ][][

)2(

k
e

k
eh kρρ = ,     (1.25) 

)2()12(Sp ][][

)1(

k
h

k
eh kρρ = ,     (1.26) 

где одноэлектронные матрицы плотности для электронов и дырок определены как свертки 

)12()(Sp)1(
)2(

][ kk T
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k
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…
ττρ = ,            (1.27) 

)12()(Sp)1(
)2(

][ kk k
T
k

k

k
h …

…
ττρ = .        (1.28). 

Мы видим, что анализ электронных переходов для рассматриваемой модели может быть впол-
не основан на диагональных матричных элементах смешанной матрицы плотности . На-
пример, при  получаем (все величины приняты действительными) 

][k
ehρ

1=k

[1] 2
, 12 ,( ) (1) (2) ( )( )T

k keh Pµν µν µν µν µνρ τ τ= τ= ,  (1.29) 

что совпадает с орбитальными числами переноса заряда, данными в [22], [7]. 

В цитированных работах из феноменологических соображений вводился набор величин 
, задающих вероятность перехода электрона между АО νµ→l µχ  и νχ . В случае модели 

CIS эти вероятности вычислялись из переходной матрицы τ как раз по формуле (1.29) 
2

µννµ τ=→l .     (1.30) 

Из (1.30) естественным образом формируются различные структурные индексы, например, 
числа переноса заряда между заданными молекулярными фрагментами A  и B   
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∑ ∑
∈ ∈

→→ =
A B

BA ll
µ ν

νµ
.      (1.31) 

Существенно, что в согласии с [7] суммарный индекс локализации возбуждения  на 
фрагменте 

AL
A  совпадает с суммой 

)( AB
B

BAA llL →→ +=∑ ,     (1.32) 

автоматически учитывающей вероятности всех электронных перескоков при возбуждении мо-
лекулы. Отметим недавнее применение индексов (1.30) для вычисления среднего радиуса экси-
тона в полисопряженных полимерах [23]. Предварительные наши расчеты показывают полез-
ность введенных матриц плотности и для наглядного описания структуры биэкситона ( 2=k ). 
 

2. Матричные инварианты в теории полного конфигурационного взаимодействия 
Еще в обзоре [7] подробно анализировалась проблема количественного описания степени 

многоконфигурационности возбужденного электронного состояния при описании его в схеме 
CIS. Использовалась особая численная характеристика – число коллективности электронного 
перехода, введенное нами в совместной работе с В.Э. Уманским [24]. Только 12 лет спустя в 
статье [8], выполненной вместе с Ю.Ф. Педашом и М. Сулейманом, была предложена общая 
схема анализа многоконфигурационного характера произвольной волновой функции. Совсем 
недавно мы вернулись к этой задаче, найдя возможность неформально реинтерпретировать 
введенные ранее числа коллективности. 

В данном разделе предлагается не только обновленная интерпретация, но и новые схемы 
описания степени многоконфигурационности произвольной волновой функции. Нынешняя 
модификация прежней схемы [8] навеяна старыми работами Кутзелнига и Смита [25, 26], в 
которых на основе натуральных чисел заполнения (собственных значений ) был прове-
ден анализ открытости электронной оболочки. В явном виде количественную меру открытости 
впервые ввели Фуэно и сотр [27, 28]. Стоит процитировать и работы [29-32], в которых из иных 
соображений построен по сути тот же индекс Такатсуки-Фуено-Ямагучи. Отметим, что и наш 
индекс коллективности [8] был затем переоткрыт в работе [33]. Методика, предлагаемая теперь, 
основывается на прямом вычислении степени многоконфигурационности как средней кратно-
сти возбуждения относительно заданного референтного детерминанта (1.2). Для простоты из-
ложения в этом разделе изучаются только синглетные состояния молекул. 

RDM1−

2-1. Индекс средней кратности возбуждения и число коррелированных электронов 
Запишем условие нормировки волновой функции FCI в терминах введенных выше элек-

тронных генераторов , а именно 
−k

kτ

1)...1()...1(Sp 2

00 )...1(

FCIFCI =≡=ΨΨ ∑∑
==

+
N

k
kk

N

k
k

k
kk τττ .  (2.1) 

В задаче об усреднении любой случайной функции от аргумента  как кратности возбуждения 
обычный набор квадратов норм 

k

Nkk ≤≤0
2 }{ τ .      (2.2) 

естественно рассматривать как допустимое вероятностное распределение. Это позволяет ото-
ждествить среднюю кратность возбуждения с числом 

2

0
∑
=

=
N

k
kkk τ .      (2.3) 

Возможна и иная, физическая, интерпретация величины k , если привлечь дырочные и 
электронные матрицы плотности (1.27), (1.28). Составим из операторов  полную одно-
частичную дырочную матрицу плотности 

)1(][k
hρ

∑
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N

k

k
hhh

0

][ )1()1( ρρρ .     (2.4) 
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Тогда ее след и даст полное число коррелированных дырок  

kN
N

k

k
hh ==∑

=0

][ )1(Sp ρ .     (2.5) 

Аналогичное справедливо и для числа «возбужденных» коррелированных электронов (т.е. над 
так называемым хартри-фоковским морем частиц): 

∑
=

==
N

k

k
eee

0

][ )1()1( ρρρ ,     (2.6) 

kN
N

k

k
ee ==∑

=0

][ )1(Sp ρ ,                             (2.7) 

причем равенство  отражает сохранение заряда. Сам факт совпадения eh NN = k  и чисел  и 
 не является столь уж очевидным. 

hN

eN
Основываясь на (2.5), (2.7) , удобно ввести полное число корреляционных электронов 

kNNNN hehcorr 22 =≡+= .     (2.8) 

Тем самым кратность возбуждения непосредственно связана с числом эффективных электро-
нов, участвующих в образовании коррелированного многоэлектронного состояния. В частности 
такие числа, подобно индексу Такатсуки-Фуено-Ямагучи, должны отражать эффекты элек-
тронного распаривания  при разрыве химических связей (см. далее). Следует, однако, подчерк-
нуть, что из определения (2.8) вытекает неравенство  

NN corr 20 ≤≤      (2.9) 

с его неестественной верхней границей, равной удвоенному числу электронов. Такое же нера-
венство справедливо и для индекса Такатсуки-Фуено-Ямагучи, как это недавно было обнару-
жено в работе Староверова и Давидсона [32]. Простое сокращение коэффициента 2 в определе-
нии (2.8) устраняет неестественность данной верхней границы, но тогда исчезает и привлека-
тельная возможность интерпретации подобных чисел как количества распаренных электронов. 
Эти проблемы с других позиций рассматриваются также в нашей работе [34], выполненной 
совместно с О.А. Жиколом. К ней мы вернемся в следующем разделе. 

Предложенная выше схема допускает некое многочастичное обобщение. Рассмотрим, на-
пример, 2-частичные кластеры дырок. Вычисление среднего числа дырочных пар основывается 
на следующей формуле для 2-частичной дырочной плотности, обобщающей (2.4) 
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Полное число  дырочных пар дается операторным следом выражения (10), что приводит к 
тождеству: 

)2(
hN

2/)1()2( kkN h −= .      (2.11) 

Зная  и , нетрудно вычислить флуктуацию числа дырочных электронов и полную 
флуктуацию числа , вводя разность 

hN )2()2(
eh NN =

corrN

2/)(2/)1( 22)2(2 kkNNN hhhh −=−−=σ ,    (2.12) 

с точностью до множителя, равную, очевидно, дисперсии величины k . 
Подчеркнем, что в случае точного описания, т.е. применения схемы FCI, величины  и  

являются размерно-согласованными, точнее, аддитивно сепарабельными, если использовать 
терминологию работы [35] (аддитивная сепарабельность – квантово-химический аналог терми-
на «экстенсивность», применяемого обычно для термодинамических величин). Важно также и 
то, что для нахождения  и  не требуется явного вычисления сумм по вероятностным ве-

hN 2
hσ

hN 2
hσ
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сам (2.2), если заранее известны матрицы плотности многоэлектронной волновой функции. 
Например, для полного конфигурационного взаимодействия в [17, 18] установлено общее соот-
ношение для  RDM1−

ehhe ∆+−+= ρρρρ FCI
1 ,     (2.13) 

})...2()...1()...2()...1({Sp 11
0 )...2(

+
−−
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+ +=∆ ∑ kkkkk kkk

N

k
k

k
eh ττττ , 

фактически применимое для любой вариационной волновой функции. Из свойств генерато-
ров вытекает, что проектирование в (2.13) на заполненные спин-орбитали позволяет совсем 
просто получить искомую дырочную плотность 

−k

ρρρρρ FCI
1−=h ,     (2.14) 

тем самым сведя нахождение  и  к вычислению одноэлектронного следа: hN corrN

ρρ FCI
1Sp−= NN h , 

)Sp(2 FCI
1 ρρ−= NN corr .    (2.15) 

Соответствующая матрица плотности  для коррелированных электронов как сумма опера-
торов (2.4) и (2.6) может быть представлена в виде 

corrρ

+−+= ],[ FCI
1

FCI
1 ρρρρρ corr .    (2.15’) 

При этом диагональные элементы этой матрицы в базисе АО, нормированные, очевидно на 
, естественно толковать как локальную плотность распаренных электронов. corrN

Аналогичное вычисление для парной дырочной и электронной плотностей приводит в силу 
(2.10) к формуле 

)2()()1()(Sp FCI
2

)2()2( ρρρ −−== IINN eh .    (2.16) 

Рассмотрим простые иллюстрации – модель CIS и СID. В первом случае распределение ве-
сов (2.2) состоит только из одного числа 

}1{ 2
1 =τ .      (2.17) 

Поэтому  и , что вполне соответствует характеру волновой функции, учи-
тывающей только однократно возбужденные конфигурациии. Для СID имеем распределение 

1[CIS] =hN 0[CIS]2 =hσ

}1,{ 2
0

2
2

2
0 cc −=τ ,     (2.18) 

так что 

)1(2[CID] 2
0cN h −= ,   .   (2.19) )1(2[CID] 2

0
2
0

2 cch −=σ

В отличие от модели CIS приведенные величины в общем случае уже не являются аддитивно 
сепарабельными, поскольку любое ограниченное конфигурационное взаимодействие не может 
дать размерно согласованных оценок большинства средних значений (редкое исключение – 
проекция и квадрат спина как прямые характеристики перестановочной симметрии). Чистая 
суперпозиция дважды возбужденных конфигураций ( ) дает корректные значения всех 
индексов, а именно  

00 =c

2[CID] 00
==chN  ,     .       (2.20) 0[CID] 0

2
0

==chσ

Но для 2-электронных задач формулы (2.19) – фактически тоже правильный результат (обычно 
из-за симметрии 01 =τ ), так что их мы будем применять для 2-электронных подсистем при 
подходящем анализе последовательных размерно-согласованных волновых функций. Другие 
примеры рассматриваются далее по ходу изложения. 

2-2. Сравнение с методом чисел коллективности 
Теперь сравним описанные здесь индексы кратности возбуждения с числами коллективно-

сти [8] (см. также книгу [5]). Последние построены на базе матричной теории детерминантного 
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метода FCI, фактически зародившегося в полузабытой работе Амоса и Вудворда [36]. В бес-
спиновой формулировке квантовой химии можно сразу записать билинейное разложение  

)...1()...1()...1(
,

NsnsnN P
o

PI
I

o
IP

o ++Φ+ΦΧ=Ψ ∑ .   (2.21) 

где , s – спин (точнее спиновая проекция) электронного состояния, а наборы бесспино-
вых векторов

2/Nn =

I
oΦ  и P

oΦ  составляют полный базис состояний )( sn ± -частичных подсис-

тем. При этом коэффициенты  рассматриваются как вариационные параметры. Полная N –

электронная волновая функция выражается через 
IJΧ

Ψo  следующим образом: 

)...1()...1()...1()...1( NsnsnNAN o
N +++Ψ=Ψ βα ηη ,   (2.22) 

)(...)1()...1( snsn +=+ ααηα , 

)(...)1()...1( snsn −=+ ββηβ , 

где α , β - стандартные спиновые векторы состояния для электрона со спином вверх и вниз. 
Введем прямоугольную матрицу, составленную из параметров : IJΧ

IPΧ=Χ .      (2.23) 
В матричной теории FCI [5, 37] она называется матрицей волнового оператора или просто вол-
новым матрицей (не путать с волновым оператором Меллера в теории возмущений). В этих 
терминах условие нормировки волновой функции (1) имеет вид 

1Tr =ΧΧT .                     (2.24) 
Для развиваемого инвариантного анализа особенно важны спектральные свойства  волновой 

матрицы. В общем случае  и вместо обычного спектрального разложения необходимо 
применять более общее разложение по сингулярным числам (SVD). Для этой цели диагонали-

зируется матрица , что дает набор ненулевых собственных чисел  (сами  называют-

ся сингулярными числами) и набор собственных векторов 

TΧ≠Χ

TΧΧ
2
ax ax

au
G

= I
au . Аналогичный набор соб-

ственных векторов матрицы  запишем в виде ΧΧT
aw
G

= P
aw . Основная теорема теории SVD 

позволяет записать 
∑=Χ

a

P
a

I
aaIP wux .       

Это означает, что билинейное разложение (2.21) эквивалентно линейному разложению  
)...1()...1()...1( NsnWsnUxN a

o

a
a

o
a

o +++=Ψ ∑ .  (2.25) 

где новые -электронные состояния вычисляются в явном виде так )( sn ±
)...1()...1( snusnU I

o

I

I
aa

o +Φ=+ ∑ , 

)...1()...1( snwsnW P
o

P

P
aa

o −Φ=+ ∑ . 

В тех же терминах вместо диадного разложения волнового оператора 

∑ ΦΦ=Χ
PI

P
o

I
o

IPX
,

     (2.26) 

имеем более компактное SVD -представление 

∑=Χ
a

a
o

a
o

a WUx .     (2.27) 

Тогда -электронные бесспиновые операторы )( sn ±
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T
sn ΧΧ=+

αρ ,              (2.28) ΧΧ=−
T

sn
βρ

оказываются редуцированными матрицами плотности композитной системы фермионов, со-
ставленной из двух сортов частиц - α - и β -электронов Формально близкие соотношения по-
являются в теории DMRG (см., например [38]). 

Прямой анализ сингулярных чисел как будто бы и есть тот путь, который ведет к после-
довательному инвариантному анализу. Но в реальных задачах FCI или ограниченного CI обыч-
но возникает огромный массив ненулевых чисел , не говоря уже о проблеме диагонализации 
очень больших по размеру волновых матриц. Более простой подход и был предложен в [8]. Он 
основывался на применении простейших матричных инвариантов таких, как 

ax

ax

TΧΧ= Tr1σ , , ,…   (2.29) 2
2 )(Tr TΧΧ=σ 3

3 )(Tr TΧΧ=σ

Именно первый нетривиальный инвариант 2σ , точнее его обратную величину  

∑=ΧΧ= 42 /1)(/Tr1 a
T xκ ,     (2.30) 

мы положили в основу инвариантного анализа степени многоконфигурационности. Сама вели-
чина κ  была названа числом коллективности. Иная допустимая форма представления 

22 )/Tr(1)Tr(/1 βα ρρκ snsn −+ ==                   (2.31) 
вытекает из (2.28), откуда попутно следует, что и в теории DMRG возможно вычисление по-
добных же чисел коллективности, позволяющих дать наглядную диагностику хода итерацион-
ного процесса. 

Рассмотрим сначала простейший пример - молекулу водорода H2 в минимальном базисе AO 
{ 1χ , 2χ }, центрированных на соответствующих атомах водорода. Из симметрии молеку-
лы и нормировки вытекает явный вид волновой матрицы 

2

2

2
1

1

2
1][H

xx

xx

−

−
=Χ ,     (2.32) 

где x – вариационный параметр. Элементарное вычисление по формуле(2.30) дает 
)221/(2][ 42

2 xxH −+=κ ,     (2.33) 
что для диссоциативного предела молекулы H2  (тогда и волновая функция переходит в 
ковалентную гайтлер-лондоновскую геминаль) означает 

1→x

2][ =+ HHκ .     (2.34) 

В общем случае число коллективности подчинено неравенству 

dim≤≤κ1 ,     (2.35) 

где - найменьшая из размерностей волновой матрицы. Оно подобно неравенству для чисел 
коллективности возбужденных состояний [2]. и легко доказывается с помощью классических 
арифметических неравенств. Верхняя граница в (2.35) обычно не достигается. Более реали-
стичное значение для верхней границы получается при анализе адиабатической диссоциации 
молекулы [8, 34]. Для определенности рассматриваем только четноэлектронные системы в 
нижнем синглетном состоянии. Пусть изучаемая молекула трактуется как связанный комплекс 
AB двух синглетных подсистем (фрагментов) A и B. Тогда диссоциации комплекса  

dim

BAAB +→       (2.36) 

отвечает следующая асимптотика волновой матрицы 

nn ABAAconstBAAB
DD

][][][][ Χ⊗Χ=+Χ→Χ ,   (2.37) 
что приводит к асимптотике 
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][][][][ BABAAB κκκκ =+→ ,    (2.38) 

просто свидетельствующей о том, что число коллективности – это физически корректный 
мультипликативно сепарабельный инвариант многоэлектронной волновой функции. Например, 
четноатомный водородный кластер при полной диссоциации в согласии с (2.34) приводит 
к числу коллективности 

n2H

n
ndiss 2H]...H[H][H 2 =+++= κκ .            (2.39) 

Для более сложных молекулярных систем возможна такая ситуация, когда лишь часть электро-
нов (ν ) участвует в гомолитической диссоциации. Остальные электроны образуют изолиро-
ванную электронную оболочку, локализованную на определенных атомах диссоциирующей 
системы; назовем такую оболочку CORE. В этом случае, как показано в [34], допустимо асим-
птотическое представление 

][2 COREdiss κκ ν= .                       (2.40) 
Например, полной диссоциации  

HHBeBeH 2 ++→  
отвечает число коллективности 

[Be]2][BeH 2 κκ =diss ,            (2.41) 
где [Be]κ  - коллективность основного состояния атома Ве. Соотношение (2.41) с высокой точ-
ностью воспроизводится в  расчетах FCI уже при трехкратном растяжении связей в молекуле. 

Мы видим, что число коллективности действительно адекватно отражает многоконфигура-
ционный характер волновой функции, четко фиксируя наивысшую многоконфигурационность 
состояния в процессе молекулярной диссоциации. Но в отличие от аддитивно сепарабельного 
индекса число коллективности corrN , κ  наделено иным свойством - мультипликативной сепа-
рабельностью. Нетрудно, однако, перейти от κ  к соответствующей аддитивно сепарабельной 
величине, взя  логарифм ческую величину в и κη ln где , η - м ль выб емый из сооб-
ражений удобства. Поскольку физически осмысленным в асимптотических формулах (2.39), 
(2.40) является именно число активных (распаренных) электронов, т.е. числа n2  или

ножите , ира

ν2 , то 
 принять в качестве эффективного числа коррелированных электронов логарифм 

числа коллективности по основанию 2, точнее, 
естественно

2ln/ln2 κκ =effN      (2.42) 
Например, данный индекс автоматически воспроизводит число распаренных электронов в дис-
социированном атомном кластере H2n: 

NnNeff ≡=+++ 2H]...H[Hκ
           (2.39’) 

Таким же свойством обладают индекс Такатсуки-Фуено-Ямагучи (см. [34]) и наш новый  ин-
декс  (2.15). Справедливость (2.39) для  при corrN corrN 1=n , т.е. для одной молекулы водоро-

да непосредственно вытекает из (2.19) , так как в диссоциативной асимптотике 2/10 →c . То-
гда из аддитивной сепарабельности следует справедливость аналога (2.39’): 

nNcorr 2H]...H[H =+++ . 

Заметим, что для синглетных состояний индекс Такатсуки-Фуено-Ямагучи, который будем 
обозначать через  ( «charge» указывает на зарядовую (бесспиновую) матрицу плотно-
сти) допускает представление типа (2.15) [28] 

ech
corrN arg

})(Sp{2 2FCI
1

arg ρ−= NN ech
corr ,    (2.43) 

но он, конечно, имеет совсем иные алгебраические свойства, например, квадратичность по мат-
рице плотности. Фактически (2.43) есть формальная характеристика степени идемпотентности. 
Нам представляется, что в тех случаях, когда не теряется генетическая связь многоэлектронной 
функции с референтным детерминантом, применение индекса  более оправдано. Заметим corrN
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также, что если использовать референтный детерминант, построенный из натуральных орбита-
лей, наш индекс  непосредственно будет связан с суммой N максимальных натуральных 
чисел заполнения [34]. Именно подобные суммы применяли Кутзелнигг и Смит [25, 26], фор-
мулируя свой качественный критерий открытости электронной оболочки. 

corrN

Все рассмотренные здесь эффективные числа коррелированных электронов можно тракто-
вать как число распаренных электронов, как с самого начала и предлагалось в [27] для индекса 

. На практике предписываемое такое свойство данным индексам действительно непло-
хо работает, особенно для описания реакций радикального типа. Однако уже отмечавшаяся 
нефизичность верхней границы значений этих индексов ( см. (2.9) ) требует поиска каких-то 
иных подходов. 

ech
corrN arg

 

3. Упрощенная схема для FCI и приближений теории связанных кластеров 
В данном разделе предлагается простая, хотя и грубая схема описания степени многоконфи-

гурационности для важного класса электронных моделей, которые появляются в теории свя-
занных кластеров. Такие модели обычно не отвечают вариационными волновыми функциями, 
но они, как уже говорилось во введении, дают корректные оценки энергии корреляции как ад-
дитивно сепарабельной величины. К ним относятся схемы ССD, CСSD и др. (подробное их 
описание дано в обзорах [39 - 41]). Существенно то, что с подобными приближениям ассоции-
руется неявная многоэлектронная волновая функция как мультипликативно сепарабельная ве-
личина, на чем делался акцент еще в фундаментальной работе Примаса [35], т.е. до реального 
воплощения кластерных (или «групповых», в прежних переводах иноязычных текстов) много-
частичных приближений в квантовой химии. В контексте рассматриваемой задачи наш подход 
состоит в том, что вместо мультипликативно сепарабельной величины κ  теперь аналогичная 
по поведению характеристика извлекается из самой многоконфигурационной волновой функ-
ции Ψ . 

Запишем типичное разложение (1.23) нормированной волновой функции Ψ  по всем кон-
фигурациям относительно заданного референтного детерминанта Φ  (1.2) 

...]2[]1[
0 +Φ+Φ+Φ=Ψ c .     (3.1) 

При этом предполагается, что Φ  дает заведомо ненулевой вклад в Ψ , т.е. коэффициент 
. Далее изучим условия сепарабельности для 00 ≠c Ψ , действуя точно так же, как при изуче-

нии асимптотики чисел коллективности в (2.36) - (2.38). С этой целью перепишем (3.1) для изо-
лированных фрагментов, например, для А: 

...][][][][][ ]2[]1[
0 +Φ+Φ+Φ=Ψ AAAAcA    (3.2). 

Из условия мультипликативной сепарабельности волновой функции в форме 
][][ BA Ψ∧Ψ→Ψ ,     (3.3) 

где  - знак антисимметризации произведения векторов (внешнее умножение в теории тензо-
ров), следует условие мультипликативной сепарабельности и самого коэффициента при рефе-
рентном детерминанте: 

∧

][][ 000 BcAcc → .                 (3.4) 
В сущности это почти очевидное свойство, на которое раньше, по-видимому, не обращали 
должного внимания, позволяет крайне элементарно оценить степень многоконфигурационно-
сти, если для соответствующего количественного индекса ( 0cκ ) по аналогии с  индексом κ  
(2.30) принять определение 

2
00
−= ccκ ,           (3.5) 

а для эффективного числа электронов – величину 
2ln/ln4 0

0 cN c
eff −= .     (3.6) 

В принципе данное определение подходит и для вариационных функций, но нужно помнить, 
что последние обычно не удовлетворяют асимптотике (2.45), так что и индекс (3.6) не гаранти-
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рует в этом случае выполнение аддитивной сепарабельности. Для моделей CISD или CID соот-
ветствующие величины будем обозначать как  или . Обратим внимание 
на то, что в (3.5) используется обратное значение квадрата коэффициента при основном детер-
минанте, а не его биквадрата, как можно было бы ожидать, исходя из аналогиии с определени-
ем (2.30). Это отличие связано с требованием правильной асимптотики типа (2.39’). 

SD][CI0c
effN [CID]0c

effN

Попытаемся теперь в том же духе оценить степень многоконфигурационности для простых 
версий теории связанных кластеров. Для определенности работаем в приближении ССD с вол-
новой функцией, символически изображаемой в виде 

Φ+++=Φ=Ψ }2/)({. 2
22

CCD 2 …TTIeT ,    (3.7) 

где  - оператор «бинарного» типа, составленный из элементарных 2-генераторов: 2T
)(2

1
2 ijt

Nji
T ∑

≤<≤
= .     (3.8) 

Здесь для того, что отличать вариационный 2-генератор, обозначаемый в (1.22) через 2τ , ис-
пользуется стандартное обозначение  для соответствующего невариационного 2-генератора, 
фигурирующего в теории связанных кластеров. Грубо оценим нормировку  вектора (3.7) 

2t

2/2/1CCDCCD 2
2]CCD[ teNORMA ≈ΨΨ= ,    (3.9) 

где при вычислении сохранены только основные члены без сложных перестановок частиц (точ-
ная формула, по-видимому, не может быть записана в конструктивной форме). Как и прежде, 
здесь подразумевается эвклидова норма матрицы, т. е. 

)12(2)12(2Sp2 )2,1(

2
ttt += .    (3.10) 

Обратное значение величины (3.9) воспроизводит модуль коэффициента , который 
всегда можно считать положительным. Таким образом, можно пытаться использовать следую-
щую оценку  

[CCD]0c

2/
0

2
2[CCD] tec −≈ .    (3.11) 

То, что для слабокоррелированных систем  эта оценка неплохо работает, показывают конкрет-
ные вычисления, например, для основного состояния ВН в базисе АО 6-31G обнаруживаем 

=0.9600, тогда как =0.9583. Однако для сильно коррелированных систем она 
становится слишком грубой и не удовлетворяет нужной асимптотике. Более корректной пред-
ставляется оценка  

CD][C0c [FCI]0c

2/
0

2
22[CCD] tc −≈ .    (3.12) 

так что по аналогии с (3.5), (3.6) принимаем 
2

22[CCD] t=κ ,     (3.13) 
20

22[CCD][CCD] tNN c
effeff =≡ .    (3.14) 

Обратим внимание на принципиальное отличие нормы оператора  от соответствующей 
нормы вариационного оператора 

2t

2τ , которую для схемы CISD мы анализировали ранее в со-

вместной работе с Ю.Ф. Педашом [42]. В отличие от величины 
2

2t , получаемой в схемах 

ССD, CСSD и т.д., квадрат нормы 
2

2τ в ограниченных CI-схемах типа CID или же CISD не 

является аддитивно сепарабельной величиной. Поэтому формулы (3.12) - (3.14) отвечают кор-
ректным асимптотикам только в рамках теории связанных кластеров и родственных подходов, 
прежде всего, многочастичной теории возмущений высокого уровня (схема МР2 – слишком 
примитивна, чтобы к ней применять полученные выше формулы). Наконец, заметим, что соот-
ношения (3.12) - (3.14) нетрудно обобщаются на случай более общих кластерных приближений. 
Например, для полной схемы CСSD формулы (3.12), (3.14) следует переписать таким образом:  
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)2[CCSD] 2/4/(
0

2
2

2
1 ttc +−= , 2

2
2

1 2[CCSD] ttNeff += ,   (3.15) 

где учтено, что в согласиии с (1.27), (1.28) вклад 2
1t должен быть в 2 раза меньше. 

Подобные выражения согласованы со следующими CСSD -оценками матрицы плотности 
распаренных спинов  

++ += )]12(),12([Sp],[
2
1[CCSD] 22

)2(
11

TT
eff ttttρ     (3.16) 

Однако не следует забывать, что для сильно коррелированных систем практически любая из 
существующих схем расчета компонент 1-RDM для моделей CCD и CCSD не гарантирует той 
высокой точности, которая должна обеспечивать, например, выполнение для 1-RDM соответст-
вующего условия N–представимости. Только детальное сравнение с данными FCI, которое пока 
еще не проведено, может дать представление об области применимости формулы (3.17). 

Конкретные иллюстрации (табл. 1) свидетельствуют лишь о качественной согласованности 
введенных электронных характеристик, оцениваемых разными методами. В приведенной таб-

лице использовалась экспериментальная геометрия для молекулы ВН (длина связи 1.2324 ) и 

расчетная - для молекулы ВеН

D
A

2 ( длина связи 1.33 ) и для кластера Li
D
A 4 в форме ромба (сим-

метрия D2h), где длины диагоналей полагались равными 3.1104  и 5.605  соответственно. 
Для линейных атомных кластеров H

D
A

D
A

8 и H10 взята модельная геометрия с равными длинами свя-

зей (1.0 ). Чтобы иметь возможность сравнения результатов с данными FCI и в случае систе-
мы Li

D
A

4, в базисе STO-6G отбрасывались р-АО. При вычислении  использовался рефе-
рентный детерминант, построенный из натуральных орбиталей метода FCI. Значения  
и в таблице 1 отвечают хартри-фоковскому детерминанту. 

[FCI]0c
[CCD]0c

[CID]0c
d=……/е 2=Kл, ц/ 1 г%"%! 2 % 2%м, ч2% C!%“2%L ме2%д %це…*,  ч, “л= .--е*2, "…/.  . ле*2!%-

…%" че!еƒ *%.--, ц, е…2  д=е2  "…% ƒ=…, ›е……/е ƒ…=че…,  . b “л3ч=е "ел, ч, …  

,   . 2% г%"%!, 2 ,  % …е2%ч…%“2,  д=……/.  м%делеL, . 3›е !=K%2=ю?, .  дл  *"=ƒ, -

"/!%›де……/.  . ле*2!%……/.  “%“2% …, L, . %!%ш, L C!, ме! *%2%!/.  д=е2 %“…%"…%L 2е!м *л=-
“2е!= Li

0c [CCD]0c
effN

SD][CC0c
effN

4, где .--е*2, "…%е ч, “л% !=“C=!е……/.  . ле*2!%…%" K%льше ед, …, ц/. nд…=*% *=че-
“2"е……=  *=!2, …= д, ““%ц, =ц, ,  "% м…%г, .  “л3ч= .  %*=ƒ/"=е2“  !=ƒ3м…%L д=›е …= 3!%"…е 

qqSD. m=C!, ме!, ч, “л=  C!, %K!е2=ю2 ƒ…=че…,  , Kл, ƒ*, е * 2, дл  м%ле*3л !-

…/.  “, “2ем “ !=ƒ%!"=……%L C!%“2%L “" ƒью. }2% C%д2"е!›д=е2“  !=“че2%м м%ле*3л/ bm 

C!,  3-*!=2…%м !=“2 ›е…, ,  !="…%"е“…%L дл, …/ “" ƒ, : =1.971, 2%гд= *=*

SD][CC0c
effN

SD][CC0c
effN  

=1.679. o!,  . 2%м Cл%2…%“2ь !=“C=!е……/.  . ле*2!%…%" …= =2%м=.  b ,  m " CCSD: 

“%“2="л е2 1.049 ,  0.923, = " FCI - 1.006 ,  0.850 “%%2"е2“2"е……%. nче", д…%, ч2% C!едл=-
г=ем/е ƒде“ь г!3K/е %це…*,  (3.15), (3.16) м%г32 “л3›, 2ь л, шь дл  *=че“2"е……%г% =…=л, ƒ= 
*л=“2е!…/.  м%делеL *=* C%леƒ…%е д%C%л…е…, е * 2=*, м , ƒ"е“2…/м . =!=*2е!, “2, *=м, *=* 
-д, =г…%“2, *=, , “C%льƒ3ем=  " C!%г!=мм=.  “е!, ,  GAUSSIAN. a%лее C%“лед%"=2ель…/L 

=…=л, ƒ 2!еK3е2 ч, “ле……%г% …=. %›де…,   “!ед…, .  2, C= (2.8), (2.15), ч2% 2е. …, че“*,  д%“2, -
›, м% ,  дл  “%"!еме……/.  ме2%д, * 2е%!, ,  “" ƒ=……/.  *л=“2е!%". m=ш,  C!ед"=!, 2ель…/е 
%це…*,  дл  !=““м%2!е……%г% "/ше C!, ме!= д, ““%ц, =ц, ,  м%ле*3л/ bm д=л,  

=1.867, ч2% 3›е Kл, ƒ*% * ƒ…=че…, ю =1.856. m=*%…ец, “%"“ем …е-
д="…% %K…=!3›, л%“ь, ч2% м%›…% C%л3ч=2ь “3?е“2"е……% K%лее =де*"=2…/е, чем (3.15), 
CqSD-ƒ…=че…,   , …де*“%" !=“C=!е……/.  . ле*2!%…%", е“л,  " (3.15) ƒ=ме…, 2ь …%!м/ …= м%-
д, -, ц, !%"=……/е %Cе!=2%!…/е …%!м/, …=C!, ме!, “лед3  !ецеC23 

[FCI]0c
effN

1t

[CCSD]corrN [FCI]corrN

)(/ 2222 ttItt T+→ .     (3.17) 

Оказывается, при такой замене, мотивируемой анализом двухэлектронной задачи, точность 
собственно формулы (3.15) возрастает на порядок. Например, она дает для цитированного при-
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мера диссоциированной молекулы ВН значение 2,092 и практически точное значение в области 
равновесной конфигурации. 

Стоит также обратить внимание на то, что индекс  занижает число эффективных 

электронов, а индекс Такатсуки-Фуено-Ямагучи , напротив, существенно их завы-

шает, если за истинное значение принимать величину . На наш взгляд, индекс 

, если судить по способу его построения (2.8), - это полезное дополнение к технике 
интерпретации многоэлектронных корреляций в терминах относительно просто вычисляемых 
числовых характеристик волновых функций. 

[FCI]corrN

[FCI]argech
effN

[FCI]κ
effN

[FCI]corrN

 
Таблица 1. Эффективные числа распаренных электронов  (2.30), (3.6) (3.14) и  (2.15), (2.43) 

вместе со значениями конфигурационного коэффициента  в различных вычислительных схемах 
effN corrN

0c

величина    ВеН2  
(6-31G) 

    ВН  
(6-31G) 

    H8  
(STO-6G) 

    H10  
(STO-6G) 

    Li4  
(STO-6G) 

[FCI]κ
effN   0.171  0.479  0.752  0.951  1.145 

[FCI]0c
effN   0.087  0.246  0.412  0.529  0.615 

[CCSD]0c
effN   0.059  0.169  0.289  0.366  0.396 

[CCD]0c
effN   0.057  0.163  0.284  0.340  0.291 
[FCI]0c   0.985  0.958  0.931  0.912  0.899 
[CCSD]0c   0.990  0.971  0.951  0.939  0.934 
[CCD]0c   0.990  0.972  0.952  0.940  0.951 

[FCI]corrN   0.121  0.331  0.551  0.703  0.810 
[FCI]argech

corrN   0.239  0.634  1.042  1.324  1.424 
 

4. Многоцентровые индексы связи и атомные валентности 
Проблема квантово-химической интерпретации классических структурно-химических поня-

тий таких, как валентность атома или кратность связи, постоянно дискутируется в литературе, 
хотя прошло свыше 30 лет после первого молекулярно-орбитального описания реализованной 
валентности атома в молекуле в известных работах Борисовой и Семенова [43] и Армстронга и 
сотр. [44]. Следующим после [43,44] принципиальным вкладом было исследование Гиамбиаги 
и сотр. [45], которые построили двухцентровые индексы связи как определенное обобщение 
МО-индекса Вайберга [46], связав такие величины с флуктуациями зарядовой (бесспиновой) 
плотности. Впоследствии значительное внимание исследователей было сосредоточено на мно-
гоцентровых, в первую очередь 3-центровых, связевых индексах (см. обзоры [47,48]), и до сих 
пор не прекращаются новые работы в этой области: статьи [49] - [51] – лишь немногие из них. 

Наш интерес к данной задаче основывался на отмеченном в [52] свойстве обменной компо-
ненты двухэлектронной плотности непосредственно описывать спиновое спаривание электро-
нов в молекуле. Были введены индексы спинового спаривания, которые затем подробно изуча-
лись в [8]. И индексы Вайберга, и спиновые коррелляторы как величины, тесно связанные с 
индексами спинового спаривания, появляются также в рамках теории возмущений в приближе-
нии средней энергии [53, 54]. Но тем же методом описать высшие флуктуации заряда и спина 
не удается. В недавней работе совместно с О.В. Преждо [55] найдена последовательная общая 
схема анализа зарядовых флуктуаций. Она открыла путь и для анализа спиновых распределе-
ний. Мы излагаем здесь полученные свежие результаты вместе с основными фактами работы 
[55]. 

4-1. Неприводимые зарядовые плотности и кратность связи 
Определим зарядовые матрицы плотности (сокращенно CDM) стандартным образом как 

свертки по спину полных матриц плотности (1.4) [56]: Ψ
kρ
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)...1(Tr)...1( )(

)...1(
kkR kkk

Ψ= ρσ
.     (4.1) 

Для них справедливы обычные формальные соотношения теории RDM : 

)...1(
1

)...1(Tr 1)1(
kR

k
kNkR kkk +

−
=+

+
,     (4.2) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

k
N

kRkk
)...1(Tr

)...1(
.     (4.3) 

Выделим в CDM  так называемую неприводимую компоненту. Обозначим ее через kR
kk k ππ ≡)...1( и будем называть оператор неприводимой зарядовой матрицей плотности 

(ICDM) порядка k. Явное определение ICDM по сути не отличается от определения многочас-
тичных функций распределения, используемых в теории классической жидкости по Урселлу и 
Майеру [57]. По построению  совпадает с , так что 

kπ

1π 1R
N=1Trπ .       (4.4) 

Далее 
)2()1(!2 1122 πππ −= R ,     (4.5) 

symmR )}3()12({)3()2()1(!3 1211133 ππππππ −−= ,   (4.6) 
и т.д. Обозначение символизирует симметризацию, например, symm{}

)23()14()24()13()34()12(})34()12({ 22222222 ππππππππ ++=symm . 
Обратные соотношения запишем вплоть до 4-го порядка 

)1(11 π=R ,      (4.7) 

2112 )2()1(!2 πππ +=R ,     (4.8) 

3121113 )}3()12({)3()2()1(!3 ππππππ ++= symmR ,   (4.9) 

.)}4()123({

})34()12({)}4()3()12({)4()3()2()1(!4

413

2211211114

πππ

πππππππππ

++

+++=

symm

symmsymmR
 (4.10) 

Можно доказать [55] не совсем очевидное соотношение  
)...1()1...1(Tr 1)1(

kkk kkk
ππ −=++

+
,    (4.11) 

отличающееся от (4.2). Из него вытекает необычное условие нормировки 
Nkk k

kk
)!1()1()...1(Tr 1

)...1(
−−= −π .     (4.12) 

В частности 
N−=)12(Tr 2)12(

π .     (4.13) 

В отличие от (4.3) ( k>1) нормировка (4.12) пропорциональна числу частиц, что характерно для 
размерно-согласованных величин. К последним относятся свертки неприводимых компонент 
плотности с нефакторизуемыми многочастичными операторами (аналоги связанных кластер-
ных операторов). Любопытно, что оператор )12(2π , но с противоположным знаком, раньше 
всего появился у Рюденберга в его известном фундаментальном исследовании природы хими-
ческой связи [58]. Аналог нашего оператора 3-ICDM из эвристических соображений был по-
строен ранее в [59]. 

То, что диагональные матричные элементы ICDM в базисе АО непосредственно связаны с 
индексами связи, лучше всего демонстрирует схема вывода последних  из теории возмущений в 
приближении средней энергии по Унзольду. Вывод [55] основывается на явном введении ло-
кальных атомных проекторов 

µ
µ

µ χχ∑=
A

Au
.     (4.14) 
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где A - символ атома, причем суммирование в (4.14) идет по всем ортонормированным АО 

µχ , принадлежащим рассматриваемому атому. Каждому проектору  отвечает полный N-

электронный оператор унарного типа  

Au

)(
1

iuU
Ni

A
A ∑

≤≤

=
,     (4.15) 

который рассматривается как возмущение, исходящее из атома A. 
В первом порядке по  получаем поправку AU

AA UE =1 . 

которая вычисляется по очевидным соотношениям  
1Tr RuUU A

AA =ΨΨ= ,     (4.16) 
или 

〉〉〈〈≡== ∑ A

A
A

A uU πχπχπ µ
µ

µ 11Tr
,     (4.17) 

Таким образом, электронная заселенность атома связана с первой поправкой энергии по ло-
кальному атомному возмущению - факт, хорошо известный из работ Коулсона и Лонге-
Хиггинса по теории Хюккеля. Сам оператор  (генератор в теоретико-групповых схемах рас-
чета) часто называют оператором атомного заряда [60].  

AU

Более интересен второй порядок , описывающий одновременное действие двух возму-
щений и 

2
ABE

AU BU  ( BA ≠ ): 

1112 2 BAABBAAB UUUE ΨΨ=ΨΨ+ΨΨ=
.   (4.18) 

где 1
AΨ  первая поправка к Ψ  за счет . В приближении Унзольда с выбранным значением 

средней энергии 
AU

λ имеем 
Ψ∆−=Ψ −

AA U11 λ
,                          (4.19) 

AAA UUU −=∆ ,             (4.20) 
так что 

BAAB UUE ∆∆=− − 2112 λ .     (4.21) 
Аналогичным путем в третьем порядке для тройки атомов ( CBA << ) получаем 

CBAABC UUUE ∆∆∆=− 321)!3( λ .    (4.22) 

Все приведенные выражения имеют вид центральных моментов оператора заряда (4.15), но 
правильнее их отождествить с кумулянтами (семиинвариантами), имеющими более глубокий 
смысл и в самой теории вероятностей. Используем обозначениям из книги Ван-Кампена [61], 
где WU ...  изображает совместный кумулянт случайных величин . Тогда WU ,...,

BABA UUUU ∆∆= ,           (4.23) 
CBACBA UUUUUU ∆∆∆= .     (4.24) 

Как и должно быть, (4.23), (4.4) – аддитивно сепарабельные величины 
Подчеркнем, что в  4-ом порядке, оцениваемом по Унзольду, появляются центральные мо-

менты, не обладающие корректной асимптотикой. Правильное, размерно согласованное, пове-
дение дают именно кумулянты, а не центральные моменты. Поэтому в основу нашего анализа 
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положены кумулянты (их иногда  называют неприводимыми моментами) и тесно связанные с 
ними ICDM. В частности, взаимодействие четверки атомов дается кумулянтом 

symmDCBADCBADCBA UUUUUUUUUUUU }{ ∆∆∆∆−∆∆∆∆=∆∆∆∆ . (4.25) 

Общему случаю центрового набора атомов −k
kAA << ...1 .      (4.26) 

отвечает кумулянт  го порядка −k

kAA UU ...
1 .     (4.27) 

Детальный анализ устанавливает следующую явную связь между ICDM и кумулянтами 
(4.27) 

〉〉〈〈≡=
k

k
k AAk

AA

kAA kuuUU ,..,)...1( 1
1

1
)(...)1(Tr... ππ

,   (4.28) 
например, 

〉〉〈〈≡= BA
BA

BA uuUU ,2)12(
)2()1(Tr ππ

,       (4.29) 
 

〉〉〈〈≡= CBA
CBA

CBA uuuUUU ,,3)123(
)3()2()1(Tr ππ

             (4.30) 
и т.д. С точностью до множителя введенные кумулянты, описывающие взаимодействие группы 
атомов, и есть многоцентровые индексы связи, определенные в [55] следующим образом: 

〉〉〈〈
−−=

kk AA
k

AA k ,...,
1

... 11
)1( πκ .    (4.30) 

В частности,  
〉〉〈〈−= BAAB ,2πκ ,     (4.31) 
〉〉〈〈= CBAABC ,,3πκ .     (4.32) 

〉〉〈〈−= DCBAABCD ,,,4πκ .    (4.33) 
Кумулянты 〉〉〈〈 kAA ,...,1

π  раскрываются очевидным образом как сумма орбитальных кумулянтов: 

∑ ∑ 〉〉〈〈〉〉〈〈 =
1

1

111 ...,..., ...
A A

AA

k

k

k
µ µ

µµππ
,    (4.34) 

kkk k µµµµµµ χχπχχπ ......
111 ,..., ≡〉〉〈〈 . 

Наиболее просто вычисление ICDM в МО-схемах. Обозначим через  бесспиновый идем-
потент (проектор на заполненные бесспиновые МО) основного состояния в приближении огра-
ниченного метода Хартри-Фока (RHF). Тогда 

oρ

oo ρπ 21 =        (4.35) 
есть обычная зарядовая матрица плотности в схеме МО. Детальные расчеты дают ICDM метода 
МО в самом общем виде. В частности, 

)2()1(
2
1)2()1( 12122 ππρρπ PP ooo −=−= ,    (4.36) 

)3()2()1()(
4
1

2313123
oo PPP ππππ += ,    (4.37) 

и соответственно 
21

, )(2 oo
µννµ ππ −

〉〉〈〈 −= ,     (4.38) 
oooo
ρµνρµνρνµ ππππ 1

,, 2−〉〉〈〈 = .    (4.39) 
В (4.36), (4.37) означает бесспиновую транспозицию ijP ji ↔ .  

Полученные из ICDM (4.36) двухцентровые связевые индексы метода МО  
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2
, )( oo

µννµ πκ =〉〉〈〈  

в точности совпадают с индексами Вайберга. Для более сложных квантовохимических схем 
также нетрудно записать конкретные вычислительные схемы, основанные на явном или неяв-
ном нахождении диагональных элементов CDM соответствующего порядка. Например, в [55] 
приведен алгоритм для всех индексов (4.31) - (4.33) на основе вычислительной схемы FCI, раз-
витой в [62]. В [55] даны также различные применения описанной методики, позволяющие су-
дить об эффектах корреляции электронов в терминах связевых индексов и индексов валентно-
сти. Последние задаются традиционным способом как сумма всех 2-центровых индексов связи 
выделенного атома с остальными: 

AB

A

B
AV κ∑

≠

= .     (4.40) 

Представим заимствованный из той же работы ряд конкретных иллюстраций (табл.2-5). 
Кроме двухатомных молекул (табл. 2) изучались индексы валентности (табл. 3) и 3-центровые 
индексы (табл. 4) в простейших  атомных кластерах 

1

2

3 4

5

1
2

3

4

1
2

3

4

5

 

Таблица 2. Двухцентровые индексы связи  для гидридов AH и AHAHκ 2 в различных схемах конфи-
гурационного взаимодействия (базис 6-31G) 

Молекула RHF CID CISD FCI 
H2 0.805 0.751 0.706 0.706 
LiH 0.980 0.794 0.783 0.783 
BH 1.032 0.901 0.898 0.883 
BeH2 0.995 0.851 0.852 0.864 
HF 0.888 0.797 0.804 0.798 
CH2 1.015 0.875 0.873 0.857 
H2O 0.929 0.815 0.816 0.833*

    * Остовная МО a1 заморожена. 

Таблица 3. Индексы валентности атомных кластеров, рассчитанные в базисе STO-6G 
Молекула атом ( µ ) RHF

µV  FCI
µV  

)(H 33 hD+  1 0.762 0.715 

)(H 25 vC+  
1 
2 
4 

0.921 
0.933 
0.995 

0.819 
0.795 
0.823 

)(H 44 hD  1 - 0.528 

)(H4 hD∞  1 
2 

1.000 
1.000 

0.710 
0.820 

)(H 66 hD  1 1. 005 0.851 

)(Li 24 hD  1 
2 

0.899 
0.899 

0.593 
0.416 

)(Li 35 hD+  1 
4 

0.784 
0.961 

0.637 
0.332 

 

Из расчетов следует, что для химически стабильных систем схема RHF дает адекватные значе-
ния кратности связи. В слабосвязанных системах, где электронная корреляция всегда значи-
тельна, отличия МО-описания от того, что дает FCI, носят принципиальный характер. Примеры 
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кластеров 4Li и +
5Li  подтверждают это правило (вспомним аномально большое число распа-

ренных эле он  4Li , см. Табл.1). Приведем  также значения трехцентровых индексов 
связи. Данные табл. 4 вн ь говорят о весьма значительных изменениях индексов при переходе 
от МО-схемы к точному многоэлектронному описанию слабосвязанных молекулярных систем. 
 

ктр ов в
ов

 4. Трехцентровые индексы связи 

Представляет также интерес анализ валентностей 
в в

Tаблица
ABCκ  (базис STO-6G) в атомных кластерах 

озбужденных состояниях. С этой целью в рамках 
ab initio версии метода CIS изучались ∗πn -
возбуждения в карбонильных системах  
 

O C
O

H

H O C
H

C C
H

HH

H
C

O
C

O

H

1 2

3

4

5 1 2

3 4

5

6

7

8 1

2

3

. 

Наряду с числом локализации (1.32) исследовала

) stategroundVe A−  
и изменение атомного заряда 

stategroundA>><<−π . 
Данные табл. 5 недвусмысленно говорят о сильной 

о я ено

сь 
разностная характеристика 

( statexcitedVV AA =∆ )(

)()( stateexcitedq AA >><<=∆ π

локализации на карбонильном фрагменте ∗πn -
перехода, кот рый сопровождаетс  сильным п -
сом заряда от атома С на атом О. Иными словами, 
неэмпирические расчеты подтверждают прежние 
результаты 

ер

−π теории, данные в [7,63] и, конечно, 
они согласую я с хорошо известными спектрохими-
и понижение валентности атомов С и О, но по непо-

нятной причине для дикарбонильной молекулы глиоксаля метод CIS этого не отражает. 
 

тс
ческими представлениями. Имеет место 

аблица 5. Индексы валентности в основном хартри-фоковском состоянии, изменение валентно-

m (

T  RHF
AV  

сти CIS
AV∆  при возбуждении в схеме CIS, изменение атомного заряда CIS

Aq∆ и атомный индекс локали-

зации возбуждения CIS
AL  для соединений с карбонил руппой 

Молекула Ato A) RHF
AV CIS

AV∆ CIS
Aq∆ CIS

AL  
ьной г

Муравьиная 2.380 -0.308  0.502 0.556
кислота 

1 
2 
3 
4 
5 

4.270 
2.329 
1.004 
0.928 

-0.423 
-0.078 
-0.029 
-0.010 

-0.595 
 0.115 
 0.074 
 0.075 

 
0.320 
0.083 
0.037 
0.004 

акролеин 1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

2.348 
4.215 
4.181 
4.069 
1.009 
0.999 
1.002 
1.005 

-0.207 
-0.252 
-0.031 
-0.023 
-0.036 
-0.001 
-0.001 
-0.001 

0.440 
-0.481 
0.077 
-0.137 
0.092 
0.004 
0.003 
0.001 

0.553 
0.273 
0.050 
0.075 
0.046 
0.002 
0.002 
0.001 

глиоксаль 1 2.390 0.004 0.134 0.301 

l%ле*3л= ABC  RHF
ABCκ  FCI

ABCκ  

)(H 33 hD+  123 0.444 0.255  

)(H 25 vC+  123 0.397 0.221 

124 

145 

234 

245 

-0.040 

0.161 

0.024 

0.030 

-0.030 

0.113 

0.014 

0.019 

)(H 44 hD  123 10-4 0. 

)(H4 hD∞  123 

124 

0.005 0 

-0.003 

0.00

0.005 

)(Li 24 hD  123 

124 

0.222 

-0.222 

0.086 

-0.039 

)(Li 35 hD+  123 

145 

234 

0.230 

-0.127 

0.085 

0.043 

-0.019 

0.042 
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2 
3 

4.194 
0.983 

-0.004 
0.020 

-0.188 
0.054 

0.172 
0.027 

 

4-2. Индексы связи и валентности в радикалах 
бодные радикалы и полирадикалы, ион-

ра

мной 
вал

 

Системы с ненулевым электронным спином (сво
дикалы, триплетные уровни молекул и др.) обладают, как известно, рядом специфических 

электронных характеристик. Например, к зарядовому распределению добавляется спиновая 
плотность, значения которой на отдельных атомах извлекаются из экспериментов ЭПР. В слу-
чае триплетных состояний молекул спектры ЭПР позволяют изучить также эффекты анизотро-
пии спинового спаривания (расщепление в нулевом поле). Соответственно и определение реа-
лизованной валентности атома в радикальных системах требует явного учета спиновых эффек-
тов. На это обстоятельство было обращено внимание в нашей работе [8], где подчеркивалось, 
что для N -электронной системы сумма атомных валентных индексов при полном распарива-
нии долж а исчезать. В традиционном методе сумма всех 2-центровых и одноцентровых ин-
дексов связи равна N2  [47] независимо от значения спина S  электронного состояния. Это же 
следует и из соотношений (4.31), (4.29), (4.13) и условия полноты проекторов (4.14). В то же 
время введенное в [8] описание атомных валентностей в терминах индексов спинового спари-
вания (диагональных элементов обменной двухэлектронной плотности в базисе АО) отвечало 
нужному условию. Однако появившимся при этом индексам связи не удалось придать тради-
ционной химической интерпретации. Стоит заметить, что и индексы спинового спаривания, и 
спиновые корреляторы, рассмотренные в [8], были независимо исследованы соответственно в 
[64] и в [65], но в указанных работах проблема последовательного вычисления валентностей 
для спиновых систем вообще не обсуждалась. Теперь же, располагая общим подходом по-
строения многоцентровых индексов связи с помощью неприводимых плотностей, мы попыта-
емся дать универсальную схему вычислений, которая для нулевого спина, т.е. для случая синг-
летных состояний, автоматически перейдет в полученные ранее выражения (4.40) - (4.33). 

Подчеркнем, что зависимость от спина электронного состояния говорит, что индекс ато

н

ентности – это, вообще говоря, уже спиновая характеристика электронного состояния. По-
этому решение поставленной задачи лежит в анализе не только зарядовых, но и спиновых мно-
гочастичных распределений. Но сразу не очевидно, какое спиновое распределение требуется 
взять. Давно установлено, что в общем случае −k электронное спиновое распределение не 
может быть однозначно построено при значении 2  [66]. В появившейся впоследствии ста-
тье с Г.Е. Вайманом [56] мы показали, что тем не м сегда есть один такой вид многочас-
тичного спинового распределения, который строится однозначно и последовательной редукци-
ей которого получается традиционная одночастичная матрица спиновой плотности Q . Отме-
тим также совместную работу с М.М. Местечкиным и Г.Е. Вайманом [67], где был дан исч -
пывающий анализ спиновой структуры 2-RDM. В [68] представлено ее развитие на основе тео-
рии вейлевского преобразования квантово-механических операторов. 

Теперь ясно, как следует действовать – нужно лишь повторить все наше прежнее

>k
енее в

ер

 построение 
не

.      (4.41) 

Как бесспиновый оператор есть «ко
Tk й (74) 

0)(

)...1(
kkT kkkk

Ψρσ
. 

В частности, SDM -оператор  (в [56, 67] обозначался через ) в точности отвечает 
функции анизотропии спаривания спинов по Мак-Вини [2]. 

приводимых компонент операторов для случая однозначной −k электронной матрицы спи-
новой плотности (сокращенно SDM). Исходную SDM удем обозначать через 

)...1( kQ spin
k

spin
k = . При этом  

 б
Q

spinQQ 1≡
spin
kQ  эффициент» при спин-тензорном операторе 

)...1( k , определенном формуло в [56]: 

Tr)...1( kQ spin =

0

)...1()...1(

spinQ2  2W
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Соответствующие непривод  спиновые матрицы плотности (с ащенно ISDM) строят-

ся из spin
kQ  с учетом редукционных соотношений, которые доказан

имые окр

ы в [56]: 

)...1(
1

2)...1(Tr 1)1(
kQ

k
kSkQ spin

k
spin
kk +

−
=++

,    (4.42) 

,  

Как видно  - формальный аналог числа электроно
В случае метода МО для ненулевого спина (ROHF 

установить общую формулу, выражающую SDM через одноэлектронную матрицу спиновой 

сспин ый электронный антисимметризатор. 

Конструируем теперь ISDM по рецепту (4.4) - (4.10), обо

ту ии имеет  

1π

Осно  имеют вид 

122
spinspinspin Q ππ −=

)}3()12({)3()2()1( 12111 πππππ −− .  (4.47) 
Обратные соотношения  также очевидны 

,     (

211 )2()1( πππ +=           (4.49) 
и т.д. Аналоги редукций (4.11), (4.12) принимают вид 

    (

1
)...1(

−− kSk
kk

.   (4.51) 

Другие полезные соотношения воспроизводятся столь же простым переобозначением соответ-
ствующих величин в формулах раздела 4.1, например, 

spin  

вносит
межатомную связь. Поэтому полный индекс связи κ  м

 сумм 
Ntot

BA =〉〉〈〈

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

k
S

kQ spin
kk

2
)...1(Tr

)...1(
   (4.43) 

, S2 в N  в формулах (4.2), (4.3). 
в современной номенклатуре) нетрудно 

плотности FQ : ROH

)()1([ROHF] ROHFROHF0 kQQAQ k
spin
k …=     (4.44) 

где 0
kA - бе ов  −k

значая через spin
k

spin
k k ππ ≡)...1( не-

приводимую компонен  оператора spin
kQ . При построен место отождествление

Qin = , так что  

Sspin 2Tr 1π .      (4.45) 

вные ISDM

sp

=

)2()1( 1
spinπ ,     (4.46) !2

spinspin Q!3 33π = symm
spinspinspinspinspin

)1()1( 11
spinspinQ π= 4.48) 

spinQ2
spinspinspin

...1()1...1(Tr 1)1(
kkk spin

k
spin
kk

ππ −=+++
) , 4.50) 

)1()...1(Tr −=kspinπ )!1(2

spin
BABA 〉〉〈〈〉〉〈〈 −= ,, 2πκ .     (4.52)

Однако интерпретация индекса (4.52) совсем иная. Будучи 2-центровым индексом связи распа-
ренных спинов, локализованных на атомах А и В, он  вообще говоря дестабилизацию в 

ы зададим соотношением  tot
BA 〉〉〈〈 ,

spin
BABA

tot
BA 〉〉〈〈〉〉〈〈〉〉〈〈 −= ,,, κκκ .     (4.53) 

В согласии с нормировочными соотношениями (4.13), (4.51) имеем требуемое правило
)2S−(2,

,BA
∑ κ

S е-
зают. В этом принципиальное отличие полных индексов
(4.31), исходя только из зарядовых матриц плотности. Соотношения для многоцентровых ин-

 не выписыва

.     (4.54) 

При полном распаривании спинов ( 2/NS == ) сумма (4.54) как и все индексы (4.52) исчmax

 связи (4.52) от полученных ранее 

дексов связи аналогичны и здесь они ются. 
Кратко рассмотрим вычислительный аспект метода. Наиболее просты расчеты связевых ин-

дексов для дублетных радикальных состояний, когда  2/1=S . Тогда, как показано в [56], исче-
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заю

 
одноэлектронная спиновая плотность на атоме А. Однако уже для триплетных состоя-

ний необходимо дополнительно вычислять и двухэлектронную нкцию ани тропи

Спино е плотности на атоме водорода, двухцентровые бесспиновые

т все SDM, кроме (4.41), а следовательно и все ISDM, кроме (4.48). Поэтому модификация 
расчетов для дублетных состояний достаточно проста. Например, 

)2()1( 112
spinspinspin πππ −= ,    (4.55) 

так что 
BAAB

tot
AB QQ2−= κκ ,           (4.56) 

где AQ  - 
  фу зо и спарива-

ния спинов spinQ2 . 
 
Таблица 6. вы  HQ   AHκ и полные 

зи F
(базис 6-31G) 

Радикал 
(терм) 

tot
AHκ 2-центровые индексы свя для дублетных состояний гидридов AH в методах ROH  и FCI  

                      ROHF 

HQ     AHκ              tot  

                        FCI 

AHκ HQ     AHκ              tot
AHκ  

ВеН ( +Σ2 )    0.989 14    0.887    0.021    1.010      0.068    1.0
СН ( 2 Π r )       0       1.031    -0.032  951  1.031     0.885     0.
ОН ( 2  iΠ )       0     0.928    0.928    -0.044     0.773     0.865 

 
В табл. 6 дан юстра лож емы ия 2  и для 

простейших радикалов AH (в зтом случае индекс связи и атомные валентности совпадают). Как 
и 

Представленное в работе построение новых электронных инвариантов молекул и радикалов 
мо ть и как своего рода римейк старого обзора [7] и его продолжения в статье 
[8]

ы илл ции пред енной сх вычислен -центровых ндексов 

следовало ожидать, хартри-фоковское приближение в основном  переоценивает значение 
валентного индекса, но важно и то, что только исправленные на спиновые эффекты полные 
связевые индексы tot

AHκ  (последний столбец в табл. 6) дают значения, по-видимому, наиболее 
приемлемые с химической точки зрения. 
 

5. Заключение 

жно рассматрива
. Внешне персонажи кажутся прежними – многоконфигурационный характер и числа колле-

ктивности, индексы локализации и индексы атомной валентности, спиновые индексы. Но те-
перь к ним добавились идейные родственники, о которых раньше мало кто что знал. Это, на-
пример, - эффективные числа распаренных электронов и многоцентровые индексы связи. 

Существенно изменились и декорации – кроме метода полного конфигурационного взаимо-
действия FCI, который в [8] применялся только на уровне −π электронной схемы, теперь при-
вл

 
взг

ечены неэмпирическая версия FCI и ряд приближений, вошедших в силу в последнее десяти-
летие (прежде всего расчетные схемы теории связанных кластеров CCD и CCSD). Новое разви-
тие старого сюжета – поиска ясности там, где ее сложнее всего достичь – осуществляется в 
работе привнесением нового инструментария. И здесь наиболее важным нам представляется 
введение в обиход специальных объектов - неприводимых многочастичных плотностей, тесно 
связанных с фундаментальными величинами теории вероятности – кумулянтными моментами. 

Но тем не менее мы остались верными и старой работе, в ряде принципиальных моментов 
сохранив привязанность к матричному реквизиту ковариантной квантовой химии. На наш

ляд все это позволило представить более детальную, чем было сделано раньше, схему ана-
лиза многоэлектронных волновых функций, и дело теперь, казалось бы, за малым, т.е. вполне 
реальным, - привлечь внимание жаждущих нового исследователей к развитию и воплощению 
данного подхода в конкретные числа для анализа уже более сложных, чем в самой работе, со-
временных химических задач. Справедливости ради следует признать сотрудничество с новы-
ми коллегами О.А Жиколом и О.В. Преждой вполне плодотворным. И все же нынешнее время 
оставляет мало надежд на живое развитие нашего сюжета, ибо трудно вообразить, что теперь к 
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этой задаче еще присоединятся, как тогда 30 лет назад, такие же истинные энтузиасты кванто-
вой химии, как упомянутые в работе мои товарищи по университету, коллеги и ученики Андрей 
Сухоруков, Виталий Уманский, Геннадий Вайман (Донецк), Володя Педаш и Юра Педаш. Всем 
им и посвящается данная итоговая работа. 
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New results of using a consistent operator approach to many-electron systems (covariant quantum chemistry) 
are given for problems of a pictorical inter

alysis for multi-configurational states are presented as based on evaluating effective numbers of unpaired elec-
trons. The latter quantities are roughly estimated for typical coupled cluster approximations such as CCD and 
CCSD. Counterparts of cumulants are introduced for charge and spin distribution functions with aim to define in a 
general form multicenter bond indices. Some numerical illustration given in the paper allow to understand an 
importance of including electron correlation for the adequate description of interatomic interaction in molecules. In 
particular, 2- and 3- center bond indices are quite sensitive to errors in approximated wavefunctions when study-
ing even simple atomic clusters. 
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